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Resumen / Describimos las diferentes resonancias orbitales que en el Sistema Solar afectan fundamentalmente
a los cuerpos menores y algunos satélites. Presentamos una idea de cémo se pueden estudiar las resonancias
de movimientos medios de dos y tres cuerpos, las resonancias seculares y el mecanismo de Kozai-Lidov y las
conclusiones que pueden extraerse de estos estudios. Las resonancias débiles generan sutiles variaciones orbitales
periddicas y producen concentraciones temporarias de objetos mientras que las resonancias fuertes pueden generar
grandes variaciones en excentricidad e inclinacién poniendo en riesgo la estabilidad orbital.

Abstract / We describe the different orbital resonances in the Solar System that primarily affect minor bodies
and some satellites. We present an idea of how to study the two body and three body mean motion resonances,
secular resonances and Kozai-Lidov mechanism and the conclusions that can be drawn from these studies. Weak
resonances generate subtle periodic orbital variations and produce temporary concentrations of objects while

strong resonances can generate large variations in eccentricity and inclination risking the orbital stability.

Keywords / celestial mechanics — minor planets, asteroids: general — comets: general

1. Introduccidn

Técnicamente las resonancias orbitales ocurren cuando
existe una conmensurabilidad entre las frecuencias aso-
ciadas con el movimiento o la evolucién orbital de los
cuerpos. Estas frecuencias estan asociadas al movimien-
to medio, n, en torno al cuerpo central, al movimiento de
la linea de los nodos, €2, y al de la direccién del pericentro
w. Dentro de estas resonancias se suelen incluir las reso-
nancias de dos y tres cuerpos, las resonancias seculares y
el mecanismo de Kozai-Lidov (KL), al que nos referire-
mos en la Sec. 3.2.. En el Sistema Solar existe una gran
variedad de ejemplos de resonancias orbitales que invo-
lucran a planetas, satélites, anillos, asteroides, cometas,
transneptunianos y corrientes meteoricas. El objeto re-
sonante puede ser tanto interior a la érbita del planeta
perturbador como exterior. El efecto dindmico puede ser
notable como lo podemos comprobar en el ejercicio de
integracién numérica de orbitas que mostramos en la
Fig. 1. Alli vemos la superposiciéon de estados orbitales
de un conjunto de particulas ficticias que inicialmente
tenian las mismas condiciones iniciales, excepto sus se-
miejes que fueron tomados a intervalos regulares entre
2.3 y 2.6 ua. Aquellas con semieje inicial préximo a 2.5
ua experimentaron variaciones drésticas en la excentri-
cidad generadas por la resonancia 3:1 con Jupiter. Es
légico pensar que no puedan existir muchos asteroides
en esa region.

Para entender las resonancias debemos tener presen-
te que no se trata de un efecto instantaneo sobre la érbi-
ta del asteroide como lo seria el encuentro proximo con
un planeta que le generaria cambios orbitales de for-
ma impulsiva. El movimiento resonante surge luego de
promediar el efecto acumulativo de las pequenas pertur-
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Figura 1: Evolucién de 30 particulas ficticias a lo largo de 1
millén de afios.

baciones del planeta sobre el asteroide luego de muchas
revoluciones heliocéntricas. Pensemos en el caso de un
asteroide que no estd en resonancia con Jupiter, es de-
cir que su movimiento medio no guarda una relacién
sencilla con el de Jupiter. Si graficamos las posiciones
relativas del asteroide en el sistema rotante Sol-Jupiter
comprobaremos que al cabo de algunos centenares de
revoluciones la trayectoria del asteroide define una es-
pecie de toro (Fig. 2). En promedio la perturbacién de
Jupiter serda unicamente en la direccién Sol-Jupiter pues
en la direccién transversal o perpendicular los efectos se
compensan. Gauss, y nosotros en los cursos de mecdani-
ca celeste, probamos que sélo la componente transversal
de una perturbacién acaba afectando a la evolucion del
semieje orbital de un objeto. Como aqui no hay com-
ponente transversal neta, entonces el semieje orbital del
asteroide se mantendra constante, tipico de lo que lla-
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Figura2: Posiciones relativas de un asteroide no resonante
(en rojo) en el sistema rotante Sol-Jupiter.

mamos evolucién secular. En el caso de un asteroide en
resonancia con Jupiter, la trayectoria ya no es un to-
ro sino una especie de banda que suele ser una figura
muy bonita y que en general no es simétrica respecto a
la direccién Sol-Jupiter, y en consecuencia aparece una
componente transversal que generarda un cambio en el
semieje del asteroide. Esta variacién en a, una oscila-
cién de periodo de algunos cientos de anos para el caso
de los asteroides, es lo que caracteriza al movimiento
resonante y se denomina “libracion”.

Un asteroide dominado por una resonancia tendera a
permanecer en ella frente a otras perturbaciones. En
cambio un asteroide no resonante no cuenta con es-
ta proteccién por lo que frente a otras perturbaciones
puede acabar variando su semieje en forma erratica. De
ahi que en las resonancias se producen concentraciones
de objetos que son capturados al menos temporariamen-
te.

2. Resonancias de dos cuerpos

2.1. Descubrimiento

El primer hallazgo relacionado con el movimiento reso-
nante es debido a Lagrange en 1772 cuando encuentra
sus famosos puntos de equilibrio en el problema de tres
cuerpos. En este caso se trata de la resonancia 1:1, es
decir, objetos en movimiento coorbital con el planeta
perturbador. La estabilidad fue confirmada con el des-
cubrimiento 134 afios después del troyano (588) Aquiles.
Algunos de los troyanos que hoy conocemos no descri-
ben oscilaciones en torno de los puntos de equilibrio Ly
o L5 sino que describen una especie de herradura abar-
cando a ambos puntos. Incluso tenemos el ejemplo de
los satélites de Saturno, Jano y Epimeteo, que son tro-
yanos mutuos pues ambos se perturban conservando la
resonancia 1:1. Hoy, ademds de conocer mas de seis mil
troyanos, algunos de ellos coorbitando un planeta dife-
rente de Jupiter, sabemos que existen otros movimien-
tos producto de la resonancia 1:1, por ejemplo los cuasi
satélites. No son satélites planetarios pues estan bastan-
te mas alla de la esfera de Hill del planeta, pero como
son coorbitales el movimiento relativo resultante es una
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especie de elipse muy amplia alrededor del planeta, que
es recorrida en sentido retrégrado. Varios planetas, in-
cluyendo los terrestres, poseen cuasi satélites. Mas ade-
lante, en 1784, Laplace explica la curiosa relacién entre
los periodos orbitales de los tres satélites galileanos mas
internos como una superposiciéon de resonancias que da
lugar a una resonancia de tres cuerpos, una de las situa-
ciones orbitales mas complejas que conocemos. En 1846,
con el descubrimiento de Neptuno, queda claro también
que los planetas gigantes se encuentran muy proximos a
resonancias mutuas, situacién que recién en las ultimas
décadas comenzamos a entender como el resultado de
un proceso de migracién orbital en las primeras etapas
evolutivas de los sistemas planetarios (Batygin, 2015).

El méas conocido efecto de las resonancias son las
fallas o gaps de Kirkwood. En un histograma de se-
miejes orbitales de los asteroides estas fallas aparecen
como regiones en donde hay una falta notoria de ob-
jetos. Kirkwood en 1866 asocia estas fallas a evolucio-
nes inestables generadas por resonancias con Jupiter.
Finalmente, el primer asteroide resonante, (153) Hilda,
se descubre en 1875. Este asteroide da nombre al grupo
de més de mil asteroides que se encuentran en la reso-
nancia 3: 2 con Jupiter, es decir que sus movimientos
medios verifican 2n = 3njy, con ny el movimiento medio
de Jupiter. La dindmica resonante no es tan simple como
para suponer que todas las resonancias generan fallas o
concentraciones de asteroides. En general las resonan-
cias generan un crecimiento en la excentricidad orbital
de los asteroides, pero esto no llega a terminar en una
colisién con el planeta perturbador pues justamente sus
movimientos estan sincronizados de forma que se evitan
mutuamente. Sin embargo, puede ocurrir un encuentro
con otro planeta ajeno a la resonancia como Marte o la
Tierra, generandose una perturbacién excesivamente al-
ta que quita al asteroide de la resonancia produciéndose
una falla. Los Hildas se encuentran lejos de los planetas
interiores y pueden existir como un grupo estable por
miles de millones de anos. En la Fig. 3 mostramos cémo
la distribucién de asteroides estd esculpida por las reso-
nancias con Jupiter, con Marte y también por resonan-
cias de tres cuerpos involucrando a Jupiter y Saturno
simultdneamente y que explicaremos mas adelante en la
Seccién 4.

2.2. Teoria

Sean p,q dos nimeros enteros llamados grado y orden
de la resonancia, respectivamente. La localizacion apro-
ximada de la resonancia |p + ¢| : |p| con Jupiter es
trivial aplicando la tercera ley de Kepler:

pn = (p+ q)ny, (1)

» 2/3
~ [ — , 2
¢ (p+Q> “ @)

donde aj es el semieje de Jupiter, y el orden es siempre
q > 0 mientras que p > 0 para resonancias interiores
al planeta y p < 0 para las exteriores. Dado que exis-
ten infinitas resonancias, el problema es encontrar aque-
llas con cierta fuerza o relevancia dinamica. Las teorias
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Figura 3: Histograma de semiejes propios o medios de los as-
teroides (en negro) superpuesto a algunas resonancias de dos
cuerpos con Marte (rojo) y con Jupiter (azul). Las fuerzas
de las resonancias estan en escala logaritmica. Los picos y
las fallas en el histograma son generados por resonancias.

se elaboran a partir de diferentes versiones del méto-
do de variacién de parametros utilizando o no variables
candnicas (Murray & Dermott, 1999; Morbidelli, 2002;
Nesvorny et al., 2002; Ferraz-Mello, 2007). En todo ca-
so se debe conocer la funcién perturbadora resonante R
en funcién de las variables utilizadas y se puede probar
que la variacién temporal en el semieje de un asteroide
estd dada por

da o< % (3)

dt do
En el caso més simple de movimientos coplanares y des-
preciando la excentricidad de Jupiter, se puede probar
que la parte relevante de R es

(4)
siendo mj la masa de Jupiter, e la excentricidad del
asteroide y o el angulo critico

o={P+q9A —pr—qw, ()
donde A se refiere a las longitudes medias. El dangulo
critico es el que define cuan profundo se encuentra el
asteroide en la resonancia. Si presenta pequenas libra-
ciones, nos indica que el asteroide esta capturado en una
region profunda, mientras que si la amplitud es grande,
se encuentra en un borde y facilmente podria escapar.
Tenemos entonces que

R ~ mjelcoso,

(6)
de donde deducimos que la amplitud maxima de la li-
bracién es ox mje?. Puede verse que en este modelo los
puntos de equilibrio estan en ¢ = 0° 0 ¢ = 180°. Sin em-
bargo, en el caso de resonancias externas de tipo 1:2, R
es mas compleja y los puntos de equilibrio estan en po-
siciones que dependen de la excentricidad orbital, razén
por la cual estas resonancias se llaman “asimétricas”
(Beaugé, 1994).

Podemos entonces definir un ancho de la resonancia
en a expresado en ua que depende de la excentricidad,
del orden de la resonancia y de la masa del perturbador
y que tiene forma de V en el plano (a,e). Cuando e es
muy pequena o el orden g es grande, las resonancias son
muy débiles y angostas; pero a medida que consideramos
excentricidades mayores, las resonancias se vuelven mas
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Figura4: Tipica trayectoria de libracién de un asteroide re-
sonante.

anchas y pueden llegar a superponerse generando una
dindmica cadtica. Los objetos muy excéntricos como los
cometas suelen evolucionar saltando de una resonancia
a otra hasta su destruccién fisica por efecto de la ra-
diacién solar. Las libraciones en a estan correlacionadas
con libraciones en e y esto da lugar a las famosas trayec-
torias tipo banana como se muestra en la Fig. 4. Como
se puede ver en la figura, en este caso el angulo critico
libra en torno de un punto de equilibrio estable ubicado
en o = 180°. Si el asteroide no estuviera en resonancia,
el dangulo critico circularia de 0° a 360° en un sentido o
en otro dependiendo del valor de su semieje, y la figura
seria aproximadamente un circulo con centro préximo al
origen, es decir que mientras circula el dngulo critico, la
excentricidad practicamente no varia. En un movimien-
to resonante siempre se verifica que las oscilaciones en o
estan correlacionadas con las de a y e. Se puede probar
que cuanto més fuerte es la resonancia més alta es la
frecuencia de libracién.

La teoria para orbitas inclinadas respecto al planeta
perturbador es considerablemente mas complicada, pues
la funcién R también lo es. Esta es una sumatoria de va-
rios términos resonantes y la dindmica final es el resulta-
do de la suma de todos estos efectos, generandose lo que
se conoce como multiplete (Murray & Dermott, 1999).
Ignorando la excentricidad y la inclinacién de Jupiter,
se puede probar que los términos méas importantes de R
en la resonancia genérica ko :ky son del tipo

R=mj Z Cj(a,e,i)cos(o;)

J

(7)
con

gj :kl)\+k2)\J+k3w+k4Q, (8)
donde k3 y k4 pueden ser arbitrarios pero deben verifi-

car:
ki +ky+ks+ks=0 9)
(10)

y donde el término principal verifica
. k N
Co(a, e, i) o el*sl(sen i)kl
lo que da lugar a resonancias tipo excentricidad cuando
k4 = 0, tipo inclinacién cuando k3 = 0 o mixtas cuando
ambos k son no nulos. En el caso general con orbitas
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Figura5: R(o) para diferentes excentricidades e inclinaciones
para la resonancia externa 1 : 4. Los puntos de equilibrio
estable se encuentran en los minimos. Adaptado de Gallardo
(2006).

excéntricas e inclinadas existiran varios angulos criticos
para una misma resonancia ks :kq

0j = ki + kody + ksw + kawy + ksQ + keQy, (11)
donde ks, k4, k5, kg pueden ser arbitrarios siempre que
verifiquen que la suma de todos los k; sea 0. Si bien
los o; pueden ser un conjunto infinito, sélo son relevan-
tes dindmicamente algunos de ellos. Finalmente digamos
que si alguno de los o relevantes dindmicamente tiene
una frecuencia de oscilacién conmensurable con la fre-
cuencia de circulacion del nodo o del perihelio, se produ-
ce una “resonancia secundaria”. Esta existe en determi-
nadas regiones del espacio (a, e, %) y genera una difusién
cadtica a lo largo de la misma.

2.3. Métodos numéricos

Los métodos analiticos nos permiten identificar los efec-
tos dindamicos de cada uno de los términos de R por se-
parado, es decir nos permiten encontrar las causas de las
dindmicas observadas, pero la complejidad de la mani-
pulacién algebraica involucrada en la resolucién puede
ser tan grande que a veces es preferible calcular R(o)
numéricamente y a partir de esto deducir el movimien-
to. Si queremos tener un panorama global de la locali-
zacion y fuerza de todas las resonancias en un sistema
planetario es necesario apelar a un método numérico co-
mo el que presentamos en Gallardo (2006). La idea es
calcular la perturbacién promedio que sufre un asteroi-
de en resonancia con elementos orbitales que se suponen
fijos. La construcciéon numérica de R(c) nos permite ha-
llar los puntos de equilibrio para érbitas resonantes con
elementos orbitales arbitrarios, lo cual serfa muy dificil
de obtener por métodos puramente analiticos. La Fig.
5 nos muestra un ejemplo en donde podemos apreciar
cémo cambia la forma de R(o) y sus puntos de equi-
librio segin cual sea la excentricidad e inclinacién del
asteroide.

A partir de R(o) definimos como “fuerza” de la re-
sonancia a la semiamplitud de la variacién de R. De
esta manera podemos obtener un atlas de posiciones y
fuerzas de todas las resonancias con todos los planetas
en un cierto rango de semiejes orbitales. En la Fig. 6
podemos ver este atlas para la regién transneptuniana
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Figura6: Atlas de resonancias entre 40 ua y 100 ua.
tado de Gallardo (2006).
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Figura7: Simulacién de un asteroide ficticio migrando por
efecto Yarkovsky que queda atrapado por stickiness en la
resonancia 1:2 con Marte, cuya localizacién en a se indica
con la linea horizontal. Obsérvese el cambio en el comporta-
miento de la excentricidad al entrar en régimen de stickiness.
Adaptado de Gallardo et al. (2011).

donde queda en evidencia lo relevante que son las reso-
nancias asimétricas tipo 1:x con Neptuno, pues son las
mas fuertes y ademads estan desprovistas de resonancias
préximas que las perturben. La fuerza asi definida pue-
de ser relacionada con el ancho en ua de la resonancia
(Soja et al., 2011).

Otra caracterisitica importante de las resonancias es
el stickiness o pegajosidad, que es la capacidad para re-
tener érbitas pegadas a la resonancia pero por fuera de la
misma, es decir 6rbitas que evolucionan en la region del
borde. Esto ocurre frecuentemente con los asteroides que
migran por efecto Yarkovsky (Bottke et al., 2006) y son
capturados temporariamente por este mecanismo como
se muestra en la Fig. 7. La fuerza y el stickiness también
estan correlacionados como lo probaron Lykawka & Mu-
kai (2007) en la regién transneptuniana. Recientemente,
Mili¢ Zitnik & Novakovié¢ (2016) probaron que la fuerza
también esté relacionada con el tiempo durante el cual
es retenido un asteroide en la resonancia.

Morais & Namouni (2013b,a) estudiaron la esta-
bilidad de resonantes en orbitas de alta inclinacién y
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retrogradas y encontraron resultados en extremo curio-
sos, como por ejemplo que un objeto coplanar coorbi-
tal con Jupiter pero retrégrado es estable para ciertas
condiciones iniciales. Lo notable es que esta prediccién
tedrica, que parece absurdo pensar en aplicarla a la na-
turaleza, ya se confirmé con la existencia del objeto 2015
BZ509, coorbital con Jupiter y con inclinacién de 163°.
En los cometas retrogrados son muy frecuentes las reso-
nancias como lo acabamos de estudiar en un trabajo a
publicar con colegas de nuestro grupo.

3. Resonancias seculares y mecanismo de
Kozai-Lidov

3.1. Resonancias seculares

Olvidémonos del movimiento orbital y pensemos en las
orbitas como figuras geométricas. Las érbitas de los pla-
netas oscilan asi como las de los cuerpos menores. Cuan-
do estas oscilaciones resultan conmensurables tenemos
las llamadas resonancias seculares. Por ejemplo, si la fre-
cuencia de circulacién de la direccién del perihelio de un
asteroide es igual a la del perihelio de Saturno (plane-
ta 6) entonces el asteroide experimentara la resonancia
secular vg. Estas resonancias no ocurren en valores fi-
jos de a como con las de movimientos medios, sino que
tenemos un vinculo funcional a(e,i) (Knezevic et al.,
1991). Algunas son muy fuertes y pueden generar no-
tables cambios en las orbitas de los cuerpos menores,
como en el ejemplo de la Fig. 8. En escalas del orden de
105 — 10° afos la excentricidad puede aumentar tanto
que la distancia perihélica ¢ puede llegar a ser inferior
a 1 ua, pudiendo ocurrir una colisién con la Tierra. De
hecho, las resonancias seculares son una de las princi-
pales fuentes de meteoritos. Si no hay impacto con los
planetas interiores ni ningin encuentro suficientemen-
te proximo como para ser expulsado de la resonancia
secular, la distancia perihélica puede tender a cero ge-
nerandose una colision con el Sol, es decir un sungrazer.
En un modo general las resonancias seculares ocurren
cuando una de las frecuencias propias de la érbita del
objeto puede escribirse como una combinacién sencilla
entre una o més frecuencias fundamentales del sistema
planetario (Carruba & Michtchenko, 2007).

3.2. Mecanismo de Kozai-Lidov (KL)

Es un efecto dinamico de largo plazo, es decir secular,
que puede ser considerado como un tipo de resonancia
secular pues ocurre cuando la frecuencia propia asociada
a la longitud del perihelio es igual a la de la longitud del
nodo; en consecuencia, se observa que el argumento del
perihelio w = w — Q) oscila. Este mecanismo esta muy
bien estudiado suponiendo que los planetas perturbado-
res tienen Orbitas coplanares y circulares, lo cual lleva a
que la componente del momento angular perpendicular
al plano del sistema se conserve, y en consecuencia la ex-
centricidad y la inclinacién tengan oscilaciones acopla-
das con la oscilacién de w. Estas oscilaciones pueden ser
muy grandes y llevar a cambios orbitales como vemos en
la Fig. 9. El método para estudiar estos efectos consiste
en sustituir los planetas puntuales por anillos circula-
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Figura8: Asteroide ficticio evolucionando en la resonancia
secular vg. La direccién de su perihelio varfa con la misma
frecuencia que la direccién del perihelio de Saturno, ws, lo
que genera un incremento progresivo de la excentricidad aco-
plada con la evolucién de w — ws.

res de materia ya sea analiticamente o numéricamente,
lo que lleva a que el potencial gravitacional del siste-
ma sea independiente del tiempo y como consecuencia
la energia total de la particula en estudio sea constante,
lo que permite estudiar la dindmica mediante curvas de
nivel de energia llamadas mapas de Kozai. Este efecto es
tipico en objetos de alta inclinacién y retrégrados como
los cometas y los satélites irregulares.

Tanto las resonancias seculares como el mecanismo
KL suelen aparecer también dentro de las resonancias
de movimientos medios. En estos casos las variaciones
orbitales pueden ser extremas como ocurre en la region
transneptuniana, en donde objetos con perihelios inicial-
mente préximos a la érbita de Neptuno por este meca-
nismo pueden crecer y llegar hasta ¢ = 60 ua o més (Fig.
10) convirtiéndose en un objeto desacoplado del disco,
es decir, que no tiene un vinculo con las perturbacio-
nes directas de Neptuno y por lo tanto resultaria dificil
explicar su existencia a menos que se apele a un com-
panero solar desconocido (Gomes et al., 2005; Gallardo
et al., 2012).

4. Resonancias de tres cuerpos

Consideremos dos planetas P, y P> que no estan en
resonancia mutua. Consideremos un asteroide Py que
tampoco esta en resonancia ni con P; ni con P» pero sin
embargo su movimiento medio ng verifica

k‘ono + k1n1 + k‘gng =0. (12)
En este caso decimos que el asteroide se encuentra en
una resonancia de tres cuerpos con P; y P,. Su efec-
to dindmico, aunque muy débil, puede ser verificado
numéricamente y de hecho existen miles de asteroides
evolucionando en este tipo de resonancias (Smirnov &
Shevchenko, 2013). Algunas de las concentraciones de
asteroides que se aprecian en la Fig. 3 son generadas
por resonancias de tres cuerpos con Jupiter y Saturno.
Una de las primeras resonancias estudiadas en la histo-
ria de la mecanica celeste fue la resonancia laplaciana
que es la que verifican los satélites galileanos. Si bien
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Figura9: Mapa de Kozai (curvas rojas) para un asteroide
que se aproxima a la Tierra. En las abscisas se indica el
argumento del perihelio, w, y en las ordenadas la distancia
perihélica, ¢. La posicién actual estd marcada con un circulo
azul y la linea en negrita muestra el camino recorrido en los
dltimos 10* afios. Véase el cambio de distancia perihélica que
este mecanismo es capaz de generar. Adaptado de Ferndndez
et al. (2014).

las duplas Io-Europa y Europa—Ganimedes estan cada
una en la resonancia 2 : 1, éstas son casi inexistentes
dindmicamente pues las excentricidades de los satélites
son muy pequenas, por lo cual el efecto dindmico mas
importante deberia ser el de la resonancia de tres cuer-
pos np — 3ng + 2ng que resulta de la superposicién de
las dos resonancias de dos cuerpos (Ferraz-Mello, 1979).
Un estudio analitico de estas resonancias es en extremo
complejo debido a que la funcién perturbadora también
lo es. En principio R tendria la forma

R =mims Z C; cos(o;),
J

donde los C; son funciones de los elementos (a,e,?) de
los tres cuerpos y los o; son funciones lineales de las
variables (A, w, Q) para los tres cuerpos, lo que significa
que hay 18 parametros involucrados. Hasta la fecha no
existe ningin trabajo analitico que trate el caso gene-
ral; en cambio, existen algunos trabajos que desarrollan
el caso plano, es decir las tres érbitas coplanares (Nes-
vorny & Morbidelli, 1999; Quillen, 2011). Los efectos
dindmicos son similares a los de las resonancias de dos
cuerpos pero de menor magnitud, pues R esta factoriza-
da por el producto de las masas de los planetas expre-
sadas en masas solares, que es un pequeno parametro
siempre.

En Gallardo (2014) desarrollamos un método
numérico que permite estimar la amplitud de variacién
de R(o) y con ello tener una idea de la fuerza de las
resonancias de tres cuerpos. Aplicando este método en-
contramos que las libraciones asimétricas son mas co-
munes que en el caso de resonancias de dos cuerpos y
también pudimos estimar la fuerza de decenas de miles
de resonancias de tres cuerpos involucrando todos los
posibles pares de planetas en el Sistema Solar. De esta
forma construimos un atlas global que presentamos en
la Fig. 11.

Tanto por via analitica como numérica se puede pro-
bar que las resonancias mas fuertes son las de orden cero,

(13)

BAAA, 58, 2016

(AU)

q

a (AU)

Figura 10: Superposicién de estados orbitales de 700 particu-
las evolucionando por 1000 millones de anos en la regién
transneptuniana. Las lineas verticales ponen en evidencia el
efecto KL (grandes cambios en ¢) mientras permanecen cap-
turadas en resonancias de movimientos medios con Neptuno
(a constante). Adaptado de Gallardo et al. (2012).
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Figura 11: Atlas de resonancias de tres cuerpos en el Sistema
Solar. Las resonancias que involucran a Mercurio y a algin
otro planeta, pocas y a la izquierda, estian en rojo. Las que
involucran a Venus y algin otro planeta externo a Venus en
verde, en azul las de la Tierra con planetas externos, lila las
de Marte, negro para las de Jupiter, rojo para las de Saturno
y en verde las de Urano y Neptuno. Adaptado de Gallardo
(2014).

es decir, las que cumplen kg + k1 + k2 = 0. En este caso
la relacién de resonancia puede escribirse como

kl(nl — 77,0) + kg(ng - ’Ilo) = O, (14)

lo que significa que los cuerpos Py y P» estdn en resonan-
cia mutua de dos cuerpos ki : ko cuando se los observa
desde el sistema rotante que gira segin el movimien-
to medio del objeto Py. Esto hace que las resonancias
de orden cero sean las mds fuertes y ademads se prue-
ba que su fuerza es independiente de las excentricidades
e inclinaciones. Lo cual implica que incluso érbitas de
excentricidad cero sienten los efectos de las resonancias
de tres cuerpos, que es una diferencia importante con
las de dos cuerpos, en las que es necesario que alguno
de los objetos sea excéntrico, de lo contrario la fuerza
serfa nula, con excepciéon del caso de los troyanos que es
justamente una resonancia 1:1, o sea de orden cero.
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Aunque maéas débiles; el nimero de resonancias de
tres cuerpos en el Sistema Solar es muy superior al de
las resonancias de dos cuerpos pues el niimero posible de
combinaciones es mayor. Esto hace que en ciertas regio-
nes del Sistema Solar la concentracién de resonancias sea
tan alta que para ciertas excentricidades comienza a ha-
ber superposicion lo que lleva a una difusion caética. Es
interesante notar que la region menos densa de resonan-
cias de dos y tres cuerpos dentro del sistema planetario
es la regiéon que coincide con el cinturén de asteroides
(Fig. 12). All{ existen resonancias muy fuertes pero son
pocas.

5. Conclusiones

Existen infinitas combinaciones de conmensurabilidades
en los objetos del Sistema Solar pero sélo algunas de
éstas son dindmicamente relevantes, y hallarlas es el
principal desafio. Los objetos capturados en resonan-
cias de movimientos medios ya sea por migracién orbi-
tal o por evolucién cadtica presentan cierta resistencia
a ser expulsados de las mismas, lo que genera concen-
traciones. Pero cuando la resonancia es muy inestable
se genera una falla y se convierte en una especie de
region prohibida. Las inestabilidades pueden ser pro-
pias de la resonancia pero en general son producidas
por resonancias seculares, secundarias o por el meca-
nismo KL actuando dentro de la misma. Para altas ex-
centricidades orbitales el espacio de semiejes esta satu-
rado de resonancias, por lo que objetos como los co-
metas suelen evolucionar en un mar de caos generado
por la superposicién de las mismas. Algunas resonan-
cias seculares y el mecanismo KL, especialmente dentro
de resonancias de movimientos medios, pueden generar
grandes variaciones en (e, ), siendo una de las princi-
pales causas de la existencia de objetos rasantes con
el Sol. Son también el principal mecanismo que genera
asteroides con orbitas de colisiéon con la Tierra y meteo-
ritos. En la region transneptuniana pueden ser la causa
de la existencia de los objetos desacoplados como alter-
nativa a la hipétesis de la existencia de un companero
solar no descubierto. Para érbitas de muy baja excen-
tricidad las resonancias de dos cuerpos son tan débiles
que las de tres cuerpos de orden cero pueden ser mas
fuertes como ocurre con los satélites galileanos captura-
dos en la resonancia laplaciana. Varias graficas, tablas
y cbédigos para calculo de resonancias estan disponibles
en http://www.fisica.edu.uy/~gallardo/atlas/.
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